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二維淺水波模式應用於漫地流水理模擬 

莊佳融(1)  張高華(2)王咏潔(3)* 

摘  要 

為瞭解在降雨過程中坡面漫地流之產生與發展，本研究使用淺水波方程式和 Green-Ampt
入滲公式，建立二維淺水波模式，進行漫地流水理模擬。本研究之數值模式以有限體積法進行

網格離散，於乾溼不連續交界面採用黎曼求解法以符合通量守恆原則，配合液面重建法維持正

水深及靜水穩定之特性，以符合真實物理現象。為測試模式有效性，本研究採用三組前人研究

之降雨漫地流實驗為測試案例，進行模式參數率定與驗證，並評估本研究發展之二維淺水波模

式應用於漫地流水理模擬的準確性，以 Nash-Sutcliffe 效率係數(NSE)為主要評估依據。案例測

試結果中，在三個案例的模式率定及驗證階段，其模擬效率係數 NSE 皆達 0.5 以上，驗證本研

究數值模式在均勻坡面漫地流水理模擬的準確性，本研究提出之二維淺水波模式可作為後續坡

地土壤侵蝕數值模擬的重要基礎。 

 

(關鍵詞：淺水波方程式、漫地流、有限體積法、黎曼求解法、液面重建法) 

Applying a 2D shallow water model in overland flow simulation 

Chia-Jung Chuang (1)  Kao-Hua Chang (2)  Yung-Chieh Wang (3)* 

Master’s Student(1), Assistant Professor(2), Associate Professor(3), Department of Soil 
and Water Conservation, National Chung Hing University, Taiwan 

ABSTRACT 

    This study considers the shallow water and Green-Ampt equations to establish a two-dimensional 
shallow water model based on a finite volume method for simulations of overland flows. In the 
numerical model, the HLLC Riemann solver is used at the dry and wet discontinuous interface to 
comply with the principle of flux conservation, and a surface reconstruction method is adopted to 
maintain the conditions of positive water depth and hydrostatic stability to comply with the physical 
phenomenon. To verify the efficiency of the numerical model, we used three study cases from the 
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previous studies carried out in laboratories and in field plots. The Nash-Sutcliffe efficiency coefficient 
(NSE) was used as the main basis for evaluating the accuracy of the two-dimensional shallow water 
model developed in this study. In the model calibration and verification stage of the three cases, the 
simulation efficiency coefficient NSE is more than 0.5, which verifies the accuracy of the proposed 
numerical model in the simulation of overland flow on a uniform slope. The two-dimensional shallow 
water model proposed in this study will serve as an important basis for the subsequent numerical 
simulation of soil erosion studies. 

(Keywords: shallow water equation, overland flow, finite volume method, Riemann solver, surface 
reconstruction method)

前言 

臺灣山區地域因地形特殊，午後雷陣雨

經常會在山區頻頻發生，在高強度降雨作用

下來不及入滲之雨水便會於地表形成地表漫

地流。這些過剩的地表漫地流對淹水預測及

坡面土壤侵蝕和土砂運移有著重要的影響，

不僅可能造成生命財產損失，也可能使得蓄

水區域淤積而減少有效庫容量。因此，為了有

效預測評估降雨所造成的地表漫地流，有必

要建立一個能反應時間、空間變化之模擬模

型。  

在漫地流水理分析及數值模擬之研究上，

Dunne and Dietrich (1980)表示，雖然一維模型

可以有效地預測坡面上的平均流深和流速，

但卻無法模擬流場在空間的異變性。Zhang,  

and Cundy (1989)使用顯示二階有限差分法，

建立了二維淺水波模式。該模式能透過改變

地表粗糙度、入滲率及微地形模擬真實的空

間變化。爾後，越來越多學者利用二維淺水波

模型於城市和中尺度集水區的坡面地表漫地

流計算(Cea et al., 2010; Costabile et al., 2012 ; 

Kivva and Zheleznyak, 2005; Sanders et al., 
2008 ; Schubert et al., 2008)。 

在持續降雨下，集水區中地表漫地流主

要於土壤入滲飽和後產生，其水文影響範圍

大且時間長，為有效利用計算資源，近年研究

多以淺水波方程式(Shallow water equations, 

SWEs)為漫地流流場分析之主要方程式 (Cea 

et al., 2010b; Costabile et al., 2012; Howes et al., 
2006; Hunter et al., 2007, 2008; Kivva and 
Zheleznyak, 2005; Sanders et al., 2008; Schubert 
et al., 2008)，以二維之流速、水深呈現其水理

特性。建立數值模型時，需先將模擬範圍之空

間進行離散，產生網格化之模擬單元。網格化

之空間離散方法，常見者如有限差分法(finite 

difference method, FDM)、有限體積法(finite 

volume method, FVM)，和有限元素法(finite 

element method, FEM)等。以上述離散方法求

解淺水坡方程式，則發展出有限差分淺水波

模式、有限體積淺水波模式，和有限元素淺水

波模式等。 

以有限體積法求解二維淺水波方程式

(FV 淺水波模式)可滿部分空間的通量守恆，

然對於乾、溼床等不連續的交界面，需輔以黎

曼求解法(Riemann solver)，維持求解過程中交

界面之通量守恆。此外，可靠的淺水波模式須

具有維持正水深  (positivity-preserving)和與

靜水穩定(well-balanced)之特性。計算過程中
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正水深的維持乃防止非正確物理現象發生，

避免流體經過高低起伏較大或乾、濕底床交

界面時，引入錯誤數值誤差，產生負水深。靜

水穩定則描述靜止水體覆蓋於非平坦底床時，

仍應維持高度一致之靜水面。當數值模式不

滿足靜水穩定的物理特性時，可能因離散高

程梯度與誤差引起靜水波動，造成模式不穩

定。 

    前人研究中，已提出許多建立具正水深

和靜水穩定特性之 FV 淺水波模式的方法，較

具代表性者包括靜壓重建法 (hydrostatic 

reconstruction method)(Audusse et al., 2004)、

修 正 靜 壓 重 建 法 (modified hydrostatic 

reconstruction method)(Chen and Noelle, 2017)，

與液面重建法(surface reconstruction method) 

(Xia et al., 2017)等。其中，液面重建法可在均

勻流流經固定斜坡時產生跌水效應，解決其

他重建法的缺點，以滿足維持正水深和起伏

地形坡面之靜水穩定條件。Xia and Liang 

(2018)進一步提出液面重建法的隱式方法，處

理底床摩擦梯度項，確保模式的穩定度與精

確度。 

    Saint Venant equations 是 1871 年由 Saint 

Venant 所創造之平均二維非穩態流方程式，

時至今日已廣泛應用至淹水模擬上。Green-

Ampt Model 由 Green-Ampt（1911）提出，為

描述土壤水分入滲之物理方程式，於前人研

究中廣泛使用。故本研究使用 Saint Venant 

equations淺水波方程式和 Green-Ampt入滲公

式，以有限體積法配合黎曼求解法和液面重

建法，建立二維淺水坡模式 FVSWM_2D，進

行漫地流水理模擬。研究中使用三個分析案

例，包括小尺度室內實驗（案例一）、實驗模

場與解析解資料（案例二），以及現地模場資

料（案例三）進行模式參數率定與驗證，測試

FVSWM_2D 模式之準確性及應用性，並可作

為後續淹水演算和坡地土壤侵蝕模擬等研究

之重要基礎。 

數值模式建立 

1. 二維淺水波方程式 

本研究使用二維淺水波方程式為主要控

制方程式，描述坡面漫地流之流場變數水深(h)

及流速 (u, v) ，以向量形式表示如 (1) 式

(Chaudhry, 2008)： 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑆𝑆(𝑈𝑈) ………(1) 

其中，𝑈𝑈 = �
ℎ
ℎ𝑢𝑢
ℎ𝑣𝑣
�；𝐹𝐹 = �

𝑢𝑢ℎ
𝑢𝑢2ℎ + 1

2
𝑔𝑔ℎ2

𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ
�；𝐺𝐺 =

�
𝑣𝑣ℎ
𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ

𝑣𝑣2ℎ + 1
2
𝑔𝑔ℎ2

�；S = �
𝑅𝑅 − 𝑖𝑖

𝑔𝑔ℎ�𝑆𝑆0,𝑥𝑥 − 𝑆𝑆𝑓𝑓,𝑥𝑥�
𝑔𝑔ℎ�𝑆𝑆0,𝑦𝑦 − 𝑆𝑆𝑓𝑓,𝑦𝑦�

�；𝑆𝑆0 =

底床梯度；𝑆𝑆𝑓𝑓 =摩擦梯度；𝑅𝑅 =降雨強度

(m/hr)；𝑖𝑖 =入滲強度(m/hr)；𝑔𝑔 =重力加速

度(N/kg)。 

以有限體積法進行空間離散，如圖 1 所

示，先將(1)式進行積分，表示為： 

∫ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 

𝑉𝑉 + ∫ �𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� 

𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑆𝑆(𝑈𝑈)𝑑𝑑𝑑𝑑 
𝑉𝑉   .…(2) 

應用高斯散度定理，將(2)式寫成： 

𝑑𝑑𝑈𝑈�

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 1

|𝑉𝑉| ∫ 𝐻𝐻��⃑ 
𝛺𝛺 (𝐹𝐹,𝐺𝐺) ∙ 𝑛𝑛�⃑ dΩ = 𝑆̂𝑆 ….……(3) 

其中，𝑈𝑈� = 1
|𝑉𝑉|∫ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 

𝑉𝑉 ；𝑆̂𝑆 = 1
|𝑉𝑉|∫ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 

𝑉𝑉 ； 

  ̂表示體積平均；|𝑉𝑉| =體積(𝑚𝑚3)。 
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    以卡式正座標為例，即圖 1，|𝑉𝑉| = ∆x ∙ ∆y

而dΩ = ∆x 或∆y，將(3)式進行空間及時間離

散，可得： 

𝑈𝑈�𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑛𝑛+1 = 𝑈𝑈𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑛𝑛 −
∆𝑡𝑡
∆𝑥𝑥

�𝐹𝐹
𝑖𝑖+12

− 𝐹𝐹
𝑖𝑖−12
� 

− ∆𝑡𝑡
∆𝑦𝑦
�𝐺𝐺𝑖𝑖+12

− 𝐺𝐺𝑖𝑖−12
� + 𝑆̂𝑆𝑖𝑖,𝑗𝑗 ……………(4) 

    本研究所發展之有限體積淺水波模式因

採用顯示法處理時間離散，故時間間距必須

受到顯性有限差分法解雙曲線型篇微分方程，

例如：(𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄ ) + 𝑎𝑎(𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕⁄ ) = 0定義參數σ ≡

𝑎𝑎 ∆𝑡𝑡 ∆𝑥𝑥⁄ ，此值必需受限於小於或等於 1，方

能使數值穩定，即 CFL 條件控制。 

 

圖1 二維有限體積法之離散控制體積 

 Discretizing control volume of two-

dimensional finite volume method 

2. Green-Ampt 入滲方程式 

    Green-Ampt 方程式是最早開發的物理滲

透方程式之一(Green-Ampt , 1911)，其入滲模

式可以應用於大部分降雨量大於入滲之情況，

包括不連續降雨事件。 

公式表示式如下： 

𝐻𝐻1 = 𝑍𝑍 + 𝐷𝐷 ……………..…..…….…(5) 

𝐻𝐻2 = −𝛹𝛹 ………..……...……………(6) 

𝐻𝐻1 =土壤地表勢能(m )；𝐻𝐻2 =土壤濕峰勢能

(m)；𝑍𝑍 =飽和含水土壤層深度水頭勢能(m)；

𝐷𝐷 =初始積水水頭勢能(m )；𝛹𝛹 =土壤濕峰下

的吸水勢能(m)。 

飽和含水層勢能差𝐻𝐻： 

𝐻𝐻 = 𝐻𝐻1 − 𝐻𝐻2 = 𝑍𝑍 + 𝐷𝐷 + 𝛹𝛹 ……………..(7) 

入滲率以達西公式表式： 

𝑖𝑖 = 𝐾𝐾𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐾𝐾𝑠𝑠 �1 + 𝐷𝐷+𝛹𝛹
𝑍𝑍
� ………..….…(8) 

𝑖𝑖 =入滲率(m/hr)；𝐾𝐾𝑠𝑠 =飽和土壤水力傳導係

數(m/hr)。 

而經過時間𝑡𝑡變化，土壤總累積入滲量𝐼𝐼(𝑡𝑡)計

算如下： 

𝐼𝐼 = (𝜃𝜃𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑖𝑖)𝑍𝑍 ……………….…….……..(9) 

𝜃𝜃𝑖𝑖 =初始土壤含水量；𝜃𝜃𝑡𝑡 =t 時間土讓含水量。 

式(8)為式(9)對時間之微分值，將式(9)代入式

(8)整理可得 Green-Ampt 入滲模式： 

𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐾𝐾𝑠𝑠 �
𝐹𝐹+(𝜃𝜃𝑡𝑡−𝜃𝜃𝑖𝑖)(𝐷𝐷+𝛹𝛹)

𝐹𝐹
� ……….…..(10) 

3. HLLC 黎曼求解法 

    HLLC 黎曼求解法是一種基於有限體積

法求解二維淺水波方程式邊界通量之格式，

可以有效處理乾濕河床交界問題，適用於規

則網格及不規則網格。圖 2 及(11)式為 HLLC

黎曼法之解結構。 

𝐟𝐟∗ = �

𝐟𝐟𝐿𝐿     if 0 ≤ 𝑆𝑆𝐿𝐿
𝐟𝐟∗𝐿𝐿     if 𝑆𝑆𝐿𝐿 ≤ 0 ≤ 𝑆𝑆M
𝐟𝐟∗𝑅𝑅      if 𝑆𝑆M ≤ 0 ≤ 𝑆𝑆R
𝐟𝐟𝑅𝑅      if 0 ≥ 𝑆𝑆
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…………………………….(11) 

其中，𝐟𝐟 = (𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2, 𝑓𝑓3)；𝐟𝐟∗,𝐿𝐿 =

[𝑓𝑓∗,1    𝑓𝑓∗,2    𝑉𝑉𝑙𝑙𝑓𝑓∗,1]𝑇𝑇；𝐟𝐟∗,𝑅𝑅 = �f∗,1f∗,2v𝑟𝑟f∗,1�
𝑇𝑇
。  

    (11)式中，𝐟𝐟∗ 通量可由(12)式求得，即： 

𝐟𝐟∗ =
𝑆𝑆𝑅𝑅𝐟𝐟𝐿𝐿−𝑆𝑆𝐿𝐿𝐟𝐟𝑅𝑅+𝑆𝑆𝐿𝐿𝑆𝑆𝑅𝑅�𝐔𝐔

¯
𝑅𝑅−𝐔𝐔

¯
𝐿𝐿�

𝑆𝑆𝑅𝑅−𝑆𝑆𝐿𝐿
 …………(12) 

上式中， 

𝑆𝑆𝐿𝐿 = �
𝑢𝑢𝑅𝑅 − 2�𝑔𝑔ℎ𝑅𝑅  if ℎ𝐿𝐿 = 0

min�𝑢𝑢𝐿𝐿 − �𝑔𝑔ℎ𝐿𝐿 ,𝑢𝑢∗ − �𝑔𝑔ℎ∗�  if ℎ𝐿𝐿 > 0
… … … … … … (13)

𝑆𝑆𝑅𝑅 = �
𝑢𝑢𝐿𝐿 + 2�𝑔𝑔ℎ𝐿𝐿  if ℎ𝑅𝑅 = 0

max�𝑢𝑢𝑅𝑅 + �𝑔𝑔ℎ𝑅𝑅 ,𝑢𝑢∗ + �𝑔𝑔ℎ∗�  if ℎ𝑅𝑅 > 0
… … … … … … (14)

𝑆𝑆𝑀𝑀 =
𝑆𝑆𝐿𝐿ℎ𝑅𝑅(𝑢𝑢𝑅𝑅 − 𝑆𝑆𝑅𝑅) − 𝑆𝑆𝑅𝑅ℎ𝐿𝐿(𝑢𝑢𝐿𝐿 − 𝑆𝑆𝐿𝐿)
ℎ𝑅𝑅(𝑢𝑢𝑅𝑅 − 𝑆𝑆𝑅𝑅) − ℎ𝐿𝐿(𝑢𝑢𝐿𝐿 − 𝑆𝑆𝐿𝐿)

 

…………………………………(15) 

其中，ℎ𝐿𝐿 ≡ ℎ𝑖𝑖,𝑗𝑗；ℎ𝑅𝑅 ≡ ℎ𝑖𝑖+1,𝑗𝑗；𝑢𝑢𝐿𝐿 ≡ 𝑢𝑢𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑛𝑛𝑥𝑥 +

𝑣𝑣𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑛𝑛𝑦𝑦；𝑢𝑢𝑅𝑅 ≡ 𝑢𝑢𝑖𝑖+1,𝑗𝑗𝑛𝑛𝑥𝑥 + 𝑣𝑣𝑖𝑖+1,𝑗𝑗𝑛𝑛𝑦𝑦；𝑢𝑢∗ =
1
2

(𝑢𝑢𝐿𝐿 + 𝑢𝑢𝑅𝑅) + �𝑔𝑔ℎ𝐿𝐿 − �𝑔𝑔ℎ𝑅𝑅；ℎ∗ =

1
𝑔𝑔
�1
2
��𝑔𝑔ℎ𝐿𝐿 + �𝑔𝑔ℎ𝑅𝑅� + 1

4
(𝑢𝑢𝐿𝐿 − 𝑢𝑢𝑅𝑅)�

2
；𝑛𝑛𝑥𝑥與

𝑛𝑛𝑦𝑦 =控制體積表面之法向量。 

 

圖2  HLLC 黎曼法之解結構 (改繪自 Liang 

and Borthwick, 2009) 

 The solution structure of the HLLC 
Riemann method (Adapted from Liang and 
Borthwick, 2009). 

4. 液面重建法 

    為使所建置的 FV 淺水波模式滿足正水

深與靜水穩定之特性，本研究採用 Xia et 

al.(2017)提出之液面重建法，以一維方程式

為例，兩相鄰控制體積之液面高程建置方式

如下： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝐿𝐿 = 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖 + max
�0, min�𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1 − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖 − 𝛿𝛿𝑧𝑧𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖+1 − 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖��

𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑅𝑅 = 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖+1 + max
�0, min�𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1 + 𝛿𝛿𝑧𝑧𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖+1��

 

…………………………….……(16) 

其中，𝑧𝑧𝑠𝑠 =液面高程(m)；𝑧𝑧𝑏𝑏 =底床高程

(m)；δ𝑧𝑧𝑏𝑏 = 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1 2� + − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1 2� −。 

上式中： 

⎩
⎨

⎧ 𝑧𝑧
𝑏𝑏,𝑖𝑖+12−

= 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖 +
1
2
Δ𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟𝑖𝑖)∇𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖

𝑧𝑧
𝑏𝑏,𝑖𝑖+ 1

12+
= 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1 −

1
2
Δ𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑟𝑟𝑖𝑖+1)∇𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1

 

……………….……………….(17) 

其中，∆𝑥𝑥 =兩控制體積中心之距離 (m )；

𝜓𝜓(𝑟𝑟𝑖𝑖) =最小網格坡度梯度限制；𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖 −

𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖−1/𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1 − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖 ； 𝑟𝑟𝑖𝑖+1 = 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+2 − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1/

𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖+1 − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖。 

    兩控制體積之底床高程由(18)式結果進

行修正： 

�
𝑧𝑧𝑏𝑏,𝐿𝐿 = 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝐿𝐿 − ℎ𝑖𝑖
𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑅𝑅 = 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑅𝑅 − ℎ𝑖𝑖+1

 …….………..(18)  

接著，控制體積表面之底床高程定義為： 
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𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓 = max�𝑧𝑧𝑏𝑏,𝐿𝐿 , 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑅𝑅� …..……..(19) 

因此，兩控制體積之修正水深可由(20)式而得： 

�
ℎ𝐿𝐿 = max�0, 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝐿𝐿 − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓�
ℎ𝑅𝑅 = max�0, 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑅𝑅 − 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓�

 …………..(20) 

兩控制體積的單寬流量為： 

�
[ℎ𝑢𝑢]𝐿𝐿 = ℎ𝐿𝐿𝑢𝑢𝑖𝑖

[ℎ𝑢𝑢]𝑅𝑅 = ℎ𝑅𝑅𝑢𝑢𝑖𝑖+1
 ………..………..(21) 

    重建後的控制體積水深ℎ𝐿𝐿與ℎ𝑅𝑅，及單寬

流量[ℎ𝑢𝑢]𝐿𝐿與[ℎ𝑢𝑢]𝑅𝑅，將應用於 HLLC 黎曼法中

的通量計算，即(11)式中。 

5. 底床梯度項與摩擦梯度項處理 

    液面高程經重建處理後，底床梯度項可

由(22)式計算而得： 

𝐒𝐒0,𝑖𝑖 =
1
Δ
�  
4

𝑘𝑘=1

1
2
𝑔𝑔�ℎ𝑖𝑖 + ℎ𝐿𝐿,𝑘𝑘��𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑖𝑖 − 𝑧𝑧𝑏̅𝑏,𝑓𝑓𝑓𝑓�𝐧𝐧𝑘𝑘 

……………………….……(22) 

其中，𝑧𝑧𝑏̅𝑏,𝑓𝑓 = 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓 − Δ𝑧𝑧𝑏𝑏。 

上式中： 

當𝛿𝛿𝑧𝑧𝑏𝑏 ≥ 0， 

Δ𝑧𝑧𝑏𝑏 = max�0, 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓 − 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖�
 for ℎ𝑖𝑖+1 < 10−10

Δ𝑧𝑧𝑏𝑏 = max�0, min�𝛿𝛿𝑧𝑧𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓 − 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖��
 for ℎ𝑖𝑖+1 ≥ 10−10

 

……………………………(23) 

當𝛿𝛿𝑧𝑧𝑏𝑏 < 0， 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ Δ𝑧𝑧𝑏𝑏 = max�0, 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓 − 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖+1�

 for ℎ𝑖𝑖 < 10−10

Δ𝑧𝑧𝑏𝑏 = max�0, min�−𝛿𝛿𝑧𝑧𝑏𝑏 , 𝑧𝑧𝑏𝑏,𝑓𝑓 − 𝑧𝑧𝑠𝑠,𝑖𝑖+1��
 for ℎ𝑖𝑖 ≥ 10−10 

 

…………………………….(24) 

摩擦梯度項之處理方式詳如  Xia and 

Liang (2018)。 

模式測試案例 

本研究針對三個案例，進行坡面漫地流

水理模擬，並與案例中前人研究之流量測量

值或解析解計算值確度分析。分析案例包括

案例一：小尺度室內進行比較及準實驗(周伯

原，2020)、案例二：實驗模場與解析解資料

(Nord and Esteves, 2005)，和案例三：現地模

場實驗資料(Cea et al., 2016)等，FVSWM_2D

模式之參數的率定與驗證，測試其準確性及

應用性。測試案例中均假設實驗坡面為單一

坡度之均勻坡面，且未考量坡面之微地形高

程變化，其表面粗糙度皆以曼寧粗糙度係數

n 代表。 

1. FVSWM_2D 模式率定參數 

    模式運行時所需輸入的入滲參數為土壤

基質吸力 Ψ、飽和滲透率𝐾𝐾𝑠𝑠和土壤孔隙率∅。

由於試驗區域都為裸露土表，因此，未考慮植

被影響(如植物截流與覆蓋度等)，曼寧粗糙係

數 n 值在假定上為一常數，可以作為一個分

布參數輸入。而地面在 x,y 方向傾斜(𝑆𝑆𝑂𝑂𝑂𝑂 , 𝑆𝑆0𝑦𝑦)

必須提供。這些參數則由實驗得出或是參考

文獻（表 1）。 
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表1 率定後所使用之參數資料 

Table 1 Calibrated Parameters 

           參數 

使用案例 

曼寧 n 

(s 𝑚𝑚1 3⁄ ) 

飽 和 滲 透 率

𝐾𝐾𝑠𝑠 (𝑚𝑚 𝑠𝑠−1) 

土 壤 基 質

吸力 Ψ (m) 
土壤孔隙度

∅ (%) 
參考文獻 

案例一： 

小尺度室內實驗 
0.033 1.1 × 10−5 0.01 0.39 

周伯原 

(2020) 

案例二： 

實驗模場與解析解資料 
0.033 3.3 × 10−6 0.006 0.44 

Singer and 
Walker 
(1983) 

案例三：現

地 模 場 實

驗資料 

Case1 0.033 8.0 × 10−8 0.01 0.39 

Cea et al. 
(2016) 

Case2 0.033 8.0 × 10−7 0.01 0.39 

Case3 0.033 8.0 × 10−8 0.01 0.39 

Case4 0.4 9.0 × 10−6 0.01 0.39 

Case5 0.4 2.5 × 10−7 0.01 0.39 

2. 案例一：小尺度室內實驗 

    周伯原(2020)所使用之實驗裝置為一個

可以調整坡度 0%~30%的實驗水槽(0.75 ×

0.25 × 0.2m)和一個降雨模擬器，該降雨模擬

器可使坡面上降下均勻降雨。經過土壤物理

實驗可以確定質地三角圖劃分為為砂坋壤土，

坋粒含量為 52.64%、砂粒含量為 39.94%、粘

粒含量為 7.42%，分析後中值粒徑為4.93 ×

10−5 m，其他實驗條件的細節在周伯原(2020)

中有詳細指示。該實驗主要控制變量為降雨

強度，每場事件進行 30 分鐘之均勻降雨，在

降雨強度(100 mm hr⁄  )下測試裸露土壤表面

之逕流生成情形。而本研究使用其中

5°、15°、25°坡度之實驗數據進行參數率定，

並使用10°、20°、30°坡度之實驗數據進行

驗證。 

3. 案例二：實驗模場與解析解資料 

    案例二 Nord and Esteves (2005)建立了一

個二維實驗室尺度之土壤沖蝕物理模式，該

文獻前半部分進行地表漫地流的實驗觀測資

料與數值解及解析解進行比較，後半部分則

是土壤沖蝕模擬，故本研究借鑒了文章中

Singer and Walker(1983) 實 驗 觀 測 值 和

Govindaraju and Kavvas (1991)解析解進行數

據上之取得。 

    Singer and Walker (1983)使用之實驗裝置

為一個坡度 9%的實驗水槽(3.0 × 0.55m)和一

個降雨模擬器。土壤質地為細砂壤土，粘粒含
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量為 13.9%、高級砂土加極細砂含量 59.2%，

中值粒徑為2 × 10−5𝑚𝑚，其他實驗條件之細節

在 Singer and Walker (1983)的列表給出。主要

控制變量為降雨強度，在兩種降雨強度

(50、100 mm hr⁄  )下測試裸露土表下逕流之

產生。每場降雨事件進行 30 分鐘之降雨。在

降雨和逕流產生之條件下，量測水深幾乎是

不可能的，但使用垂直插入底床的感測器進

行對(50 mm hr⁄  )事件之降雨量估計，流量深

度約為1 × 10−3~2 × 10−3m，這場沒有測量

地形高程，但作者表示河床表面並未發生重

大之變化。 

    Govindaraju et al. (1990)開發一種物理地

表漫地流之水文模型，該模型由淺水波方程

式(shallow water equations)控制地表漫地流，

由連續方程式確保質量守恆、動量方程式確

保力的平衡，提供了降雨及入滲時間變化的

解析解。Govindaraju and Kavvas (1991)利用

Singer and Walker (1983)實驗數據計算出受時

空變化降雨影響的近似解析解。本研究使用

降雨強度50 mm hr⁄ 之實驗資料進行參數率

定，使用100 mm hr⁄ 之實驗資料作為模式驗

證。 

4. 案例三：現地模場實驗資料 

    Cea et al. (2016)實驗場域位於法國

Cevennes-Vivarais 區域東南部一塊自然斜坡

(60×2.2m，平均坡度為 15 %)，觀測期間於

2011 年 11 月至 2013 年 10 月，總共 5 場不

同的降雨事件。該地區地處地中海型氣候，

葡萄園遍布整個山坡，灰質泥岩下的棕色鈣

質土壤，粘土含量為 34%、坋土含量 41%、

砂土含量 25%，中值粒徑為 2.5×10 −6𝑚𝑚。 

    該實驗場域斜坡出口處有一條細溝將坡

面水流匯集並輸送至坡口，此設計大大減少

了坡面側向逕流的損失。水位高度於出口處

每分鐘測量一次，並以此計算流量產生。在本

研究中，使用 Cea et al. (2016)觀測的 5 場降

雨事件漫地流資料，將每場事件總降雨時間

劃分，例如總降雨時間為 8 小時，則取前半段

4 小時作為參數率定使用，而後半段 4 小時作

為模式驗證資料依此類推。 

模式準確度評估標準 

    在案例分析中，本研究比較 FVSWM_2D

模式模擬之漫地流流量與案例實驗中之觀測

值或解析解計算值，並計算各分析案例在參

數率定與模式驗證階段之準確度，以模擬值

與實測值或解析解計算值之均方根誤差、

Nash-Sutcliffe 效率係數，和平均絕對偏差為

評估標準。 

1. 均方根誤差 

    均方根誤差 (Root Mean Squared Error, 

RMSE)之公式於下方介紹之，其主要概念為

預測值與實際值差的平方和，平方和愈小表

示則模型愈預愈精準。而 RMSE 為一項相對

指標，計算公式如下： 

R𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = �1
𝑛𝑛
∑  𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 �𝑦𝑦(𝑖𝑖) − 𝑦𝑦�(𝑖𝑖)�2�

1
2� ………(25) 

其中，𝑛𝑛 =樣本總數；𝑦𝑦(𝑖𝑖) =預測值；𝑦𝑦�(𝑖𝑖) =實

際測量值。 

2. Nash-Sutcliffe 效率係數 

Nash-Sutcliffe 效率係數(NSE)的主要概

念為實測值與模擬值相減平方後加總之值除

以實測值與實測平均值相減平方號加總之值，

當 NSE 值逾接近 1 時代表模擬值與觀測值愈
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相仿，反之，倘諾 NSE 值< 0 則表明平均觀

測值相較於模擬值為更好之預測值，代表該

模式相對不可靠。而一般認為水文模式之

NSE 值應大於 0.5，則該模型式可被認為是可

有效預測之模式 Moriasi et al.(2007)。 

𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 = 1 −
� (𝑦𝑦�(𝑖𝑖)−𝑦𝑦(𝑖𝑖))2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

� (𝑦𝑦�(𝑖𝑖)−𝑦𝑦� (𝑖𝑖)𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
)2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 …..……(26) 

其中，𝑛𝑛 =樣本總數；𝑦𝑦(𝑖𝑖) =為預測值；𝑦𝑦�(𝑖𝑖) =

實際測量值；𝑦𝑦�(𝑖𝑖)𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 =觀測平均值。 

3.   平均絕對偏差 

    平均絕對偏差(Average absolute deviation)

是表示各個變量值之間差異程度的數值之一。

指各個變量值同平均數的離差絕對值的算術

平均數。其公式為： 

𝛿𝛿 = ∑|𝑦𝑦(𝑖𝑖)−𝑦𝑦�(𝑖𝑖)|
∑𝑦𝑦�(𝑖𝑖) 100 ……………………(27) 

其中，𝑦𝑦(𝑖𝑖) =預測值；𝑦𝑦�(𝑖𝑖) =實際測量值。 

結果與討論 
1. 模式參數率定結果 

    本研究針對四項輸入參數進行模式之率

定，分別是曼寧粗糙度係數𝑛𝑛、飽和滲透率𝐾𝐾𝑠𝑠、

土壤基質吸力 Ψ及土壤孔隙度∅，案例一、案

例二、案例三均在裸露表土進行實驗，因此曼

寧粗糙度係數在設定上均使用表面無任何作

物之表土作為率定值 (Chow and Patterson, 

1959)，而在案例三之 Case4 和 Case5 則因為

現地因素，曼寧粗糙係數則是參考 Cea et al. 

(2016)文獻中率定之參數作使用，飽和滲透率

𝐾𝐾𝑠𝑠在率定上首先參考文獻中在各自模式中率

定的參考值，並於本研究中進行率定參考值

之調整，土壤基值吸力 Ψ及土壤孔隙度∅首先

參考文獻中率定之參考值，倘諾文獻中並未

進行土壤物理實驗，在土壤基值吸力 Ψ 及土

壤孔隙度參考值之選用上則是參考 Rawls et 

al. (1983)所提供之物理參數進行率定，率定後

所使用之參數如表 1 所示。 

2. 案例一：小尺度室內實驗模擬結

果 

案例一：小尺度室內實驗模擬結果將

FVSWM_2D 與周伯原(2020)實驗結果進行比

較。土壤表面採用0.01 × 0.01m的均勻網格。

參數率定使用坡度5%、15%、25%按照表 1

所示進行模式模擬。本研究由人工填土，土表

並未覆蓋任何作物，因此曼寧粗糙係數設定

為常數 0.033，降雨強度設定為 100mm hr⁄ 然

後依照此參數對10%、20%、30%進行驗證

組。圖 3 顯示了利用 FVSWM_2D 得到的流

量歷線與周伯原(2020)實驗觀測結果對比。 

數值模式之模擬結果中，出流量為穩定

地表漫地流之水文歷線；然而在小尺度實驗

模場中，觀測結果因受人工降雨機或微地形

變化影響，造成沖蝕土槽之坡度越大，水流紊

亂，出流量較不穩定，易產生誤差。本研究之

FVSWM_2D 模式在坡度較大組別，仍合理模

擬出流量趨勢，具合理之模擬效率。如表 2 所

示，率定組別之 NSE 值為 0.647~0.806 之間，

驗證組別之 NSE 值為 0.556~0.728。隨坡度增

加，FVSWM_2D 模式模擬準確率略為下降，

但仍預測出流量歷線趨勢；在坡度平緩時

（5%），出流量之模擬值與實測值更為吻合。

以誤差而言，RMSE 值介於 5.35~9.46，Delta

值均低於 20%以下。 
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3. 案例二：實驗模場與解析解資料

模擬結果 

案例二：實驗模場與解析解資料模擬結

果將 FVSWM_2D 與 Singer and Walk (1983)實

驗結果做比較。土壤表面採用0.05 × 0.05m的

均勻網格。使用50 mm hr⁄ 降雨強度模場進行

參數率定，第一步包括曼寧粗糙係數、滲透係

數的訂定，其餘參數按照表 1 所示進行模式

模擬。然後，利用率定後參數對100 mm hr⁄ 模

場進行評估。圖 4 顯示了利用 FVSWM_2D 得

到的數值流出量與 Singer and Walker (1983)實

際觀測值跟 Govindaraju and Kavvas (1991)解

析解結果做對比。 

    在實驗模場與解析解資料之中，程式模

擬出之水文歷線與 Govindaraju and Kavvas 

(1991)解析解之結果近乎吻合，而與 Singer 

and Walker (1983)實際觀測值在前 5 分鐘由於

在 50mm/hr 降雨強度下之觀測結果為每 5 分

鐘一筆，但在快 1 分 45 秒時有多測定一筆數

據，而在 1 分 45 秒時該實驗場並未產生地表

漫地流；而 100mm/hr 之觀測結果則是每 3 分

鐘一筆，並於 45 秒時有觀測一筆資料，此時

地表並未產生漫地流。因土壤先期含水量及

飽和狀態並未於詳述於文獻中，在降雨初期，

雨水入滲於未飽和土壤層直至飽和狀態，始

產生地表逕流，故產生降雨開始與逕流產生

之時間差。在 100mm/hr 降雨強度下，降雨

25~30 分之間，判斷可能的原因是因為在高強

度降雨下，由於流速快導致出流口流量測定

發生紊亂的現象，故在最後的部分可能會有

上下起伏之不穩定觀測數據。           

  案例二模擬結果與誤差如表 3 所示，率

定組的 NSE 值為 0.853~0.896 之間，RMSE 值

為 2.64~3.31 之間，Delta 誤差為 4.2%~9.8%；

驗證組的 NSE 值為 0.789~0.983 之間，RMSE

值為 2.34~7.92 之間，Delta 誤差為 3.1%~6.1%。

上述結果顯示 FVSWM_2D 模式可有效模擬

實驗中地表漫地流產生之水文歷線。此外，在

坡面出流口末端模式計算出之最大流深為

1.06 × 10−3m，與 Singer and Walker (1983)估

計的1 × 10−2~2 × 10−3m 之結果相符。 
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圖3 案例一：小尺度室內實驗模擬結果：實驗測量點參考自周伯原(2020)、數值模擬解為

FVSWM_2D 模擬結果 

 Case 1 : The small scale experimental simulation results : The experimental measurement 
points refer to Chou (2020), and the numerical simulation solution is the FVSWM_2D 

simulation result. 
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表2 案例一：小尺度室內實驗模擬效率分析 

Table 2 Case 1: Efficiency analysis of small scale laboratory experiments 

項目 NSE RMSE Delta 

5°率定模場 0.806 5.35 11.875 % 

15°率定模場 0.647 7.99 18.095 % 

25°率定模場 0.664 7.89 18.702 % 

10°驗證模場 0.589 9.05 19.671 % 

20°驗證模場 0.556 9.46 20.199 % 

30°驗證模場 0.728 7.51 17.629 % 

 

 

圖4 案例二：實驗模場與解析解資料模擬結果 

 Case 2 : Simulation results of experimental field and analytical solution. 
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表3 案例二：實驗模場與解析解資料模擬效率分析 

Table 3 Case 2 : Efficiency analysis of experimental field and analytical solution 

項目 NSE RMSE Delta 

50 mm hr⁄ 率定 / 觀測 0.853 2.64 4.234 % 

100 mm hr⁄ 驗證 / 觀測 0.789 7.92 6.119 % 

50 mm hr⁄ 率定 / 解析 0.896 3.31 9.879 % 

100 mm hr⁄ 驗證 / 解析 0.983 2.34 3.092 % 

4. 案例三：現地模場實驗資料與模

擬結果 

    在本節中，為了確保模式能夠處理複雜

的降雨事件，使用了 Cea et al. (2016)之觀測

值。土壤表面採用 0.2×0.2m均勻網格。分別

對 5 場降雨事件進行地表漫地流模擬，將 5 場

降雨事件的總降雨期間分為前半部率定，後

半部驗證，使用參數詳見表 1。 

    圖 5 顯示了 FVSWM_2D 模擬現地降雨

產生之地表漫地流，結果表示該模式可以處

理複雜之降雨事件。該模式在 Case1、Case2、

Case3 很好的再現了隨著降雨強度改變漫地

流產生之變化，另外，Case4、Case5 的曼寧粗

糙係數過大的原因，雖然有點過大，但是根據

原作者參數率定之輸入，並可以得到近似的

水文歷線，而 Case1、Case2、Case3 則是使用

正常裸露表土之曼寧粗糙係數。 

    在 5 場不連續之降雨事件之模擬中，均

可以觀察到模擬之水文歷線會隨著降雨峰值

變化，並且隨著時間的變化有效預測地表漫

地流之現場觀測值。在 Case 1 中，由於降雨

量相較於其他 Case 較少很多，故在地表漫地

流之模擬上，漫地流之水文歷線更容易受到

降雨量所影響。因此，Case 1 驗證結果，水文

歷線起伏波動較大，故造成驗證模場之 NSE

值為 0.649，而相較於其他 Case 就顯得比較

低。在 Case 5 中，由於現地場域的外在因子

變數多，加上 Green-Ampt 方程式中 土壤含

水量為飽和之含水量，未考量到未飽和時之

土壤含水量變化；因此，在現地前期時，由於

大量水入滲至土壤之中未能形成地表漫地流，

所以在率定模場就只能依靠調整曼寧 n 值，

來降低流速故而增快土壤達飽和的時間，進

而導致降雨所造成的漫地流生成來得延遲許

多 。在驗證模場則是於穩定飽和土壤中模擬，

得到的漫地流相對率定模場就比較符合降雨

對應之峰值，故驗證模場相較於率定模場

NSE 值來得高。表 4 中的 5 場不連續降雨事

件中，率定的 NSE 值介於 0.854~0.969 之間，

RMSE 介於 0.022~0.167 之間，誤差範圍

11.39%~24.70% ； 驗 證 的 NSE 值 介 於

0.649~0.987，RMSE 介於 0.019~0.151 之間，

誤差範圍 6.97%~36.71%。從上方數據表明，

也說明了該模式可以有效的處理複雜之降雨

事件。 
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圖5 案例三：現地模場實驗資料模擬結果：QMeasured 參考自 Cea et al. (2016)、

FVSM2D_2022 為本研究模擬結果 

 Case 3 : Simulation results of in-situ field experimental data : QMeasured refers to Cea et 
al. (2016), FVSM2D_2022 was the simulation results of this study. 

 

表4 案例三：現地模場實驗資料模擬效率分析 

Table 4 Case 3 : Efficiency analysis of in-situ field experimental data 

項目 NSE RMSE Delta 

Case 1 
率定 0.923 0.022 11.39 % 

驗證 0.649 0.026 36.71 % 

Case 2 
率定 0.953 0.053 14.09 % 

驗證 0.960 0.019 16.53 % 

Case 3 
率定 0.916 0.151 18.69 % 

驗證 0.955 0.052 17.02 % 
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Case 4 
率定 0.969 0.074 12.22 % 

驗證 0.946 0.037 23.47 % 

Case 5 
率定 0.854 0.167 24.70 % 

驗證 0.984 0.055 6.97 % 

結論與建議 

本文介紹了在小尺度上建立一個基於物

理的地表漫地流模型，並且透過與案例一、案

例三之觀測數據及案例二之觀測數據及解析

解比較，並於均勻坡面測試了該模式的穩定

性。 

    在案例一小尺度實驗模場中，可以觀察

到實驗模擬之水文歷線與觀測點資料近似，

儘管在較陡的坡度時，觀測資料無法較穩定

的觀測地表漫地流量，但在模式準確度評估

上的結果顯示 NSE 值介於 0.556 至 0.806 之

間，RMSE 介於 5.35~9.46 之間，而平均絕對

偏差則介於 11.875%至 20.199%之間，證明了

在小尺度實驗模場上可以有效預測地表漫地

流之產生；在案例二實驗模場與解析解資料，

較大的實驗模場可以更穩定的取得實驗觀測

數據，在 50mm/hr 及 100mm/hr 降雨強度下之

實驗場，模式模擬之水文歷線十分近似實驗

觀測值，而在模式準確度評估上之 NSE 值介

於 0.789 至 0.983 之間，RMSE 介於 2.34~7.92

之間，而平均絕對偏差則介於 3.092%至

9.879%之間；案例三現地模場實驗資料中，測

試現地實際觀測之不連續降雨事件，在本次

模擬之 5 場降雨事件中均可以觀察到模式模

擬之水文歷線儘管在現地充滿不確定因素之

情境下，仍然可以呈現與實際觀測值較為相

近之水文歷線，而在模式準確度評估上之

NSE 值介於 0.649 至 0.969 之間，RMSE 介於

0.019~0.151 之間，而平均絕對偏差則介於

11.39%至 36.71%之間，結果顯示該模式數值

計算結果與實測值數據有一定程度上之準確

性。 

FVSWM_2D 的穩定性及正確估算各個

案例中不同條件的能力使該模式可以有效處

理坡面降雨所產生的地表漫地流，這為未來

進行大尺度模擬，坡面地表漫地流所產生的

土壤沖蝕及微地形分佈提供了更多的可能性，

可以對其進行更詳盡的研究，並將此模式耦

合土壤沖蝕公式以此建立可以廣泛應用之土

壤沖蝕模式。 
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